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Таблица 2 - Результаты эмпирического  тестирования случайной «алгебраической»  

последовательности { }2468
1=nnU  2χ -методом. 

 

Группы k  
Левый конец 

−k го отрезка 
Правый конец 

−k го отрезка kb
 

( )
k

kk

Np
Npb 2−

 

1 0 0,124622 336 0,075528701 
2 0,12462236 0,249245 328 0,027190332 
3 0,24924471 0,373867 328 0,027190332 
4 0,37386707 0,498489 328 0,027190332 
5 0,49848943 0,623112 336 0,075528701 
6 0,62311178 0,747734 328 0,027190332 
7 0,74773414 0,872356 328 0,027190332 
8 0,8723565 0,996979 336 0,075528701 

8S  0,362537764 
 
 
При уровне значимости 001,0=α , имеем  
 

.3625.03,24 8. SSкр =>=α  
 
Таким образом, последовательность { }2468

1=nnU  является равномерно распределенной на 

[ ]0,1  в смысле критерия 2χ . 
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Удивительно, что понятие базиса Грёбнера возникло в математике сравнительно 

недавно. Оно было введено Бруно Бухбер-гером в его диссертации 1965 г., написанной под 
руководством Вольф-ганга Грёбнера. Аналогичные идеи были высказаны также Х. 
Хиронакой и А. И. Ширшовым. 

Мы показываем технику базисов Грёбнера, которая может быть применена для 
решения полиномиальных уравнений. По этой тематике можно отметить несколько 
замечательных книг, в которых обсуждаются базисы Грёбнера. В первую очередь отметим 
монографию [1]. Также основные факты о базисах Г рёбнера изложены в [2]. 

Как выяснить, принадлежит ли многочлен )(xh главному идеалу ?))(( xf  Да очень 
просто, нужно делить многочлен )(xh на )(xf  «в столбик», и если разделится без остатка, то 

))(()( xfxh ∈ , иначе )).(()( xfxh ∉  
Аналогичная задача часто возникает и для многочленов от нескольких переменных, но 

здесь ее решение существенно сложнее. 
Рассмотрим задачу вхождения. Пусть идеал ],...,[ 1 nxxKI  задан своим базисом 

).,...,( 1 mffI =  Требуется найти алгоритм, позволяющий за конечное число шагов выяснить, 
принадлежит ли данный многочлен ),...,( 1 nxxh  идеалу I , т. е. существуют ли такие 
многочлены ),,...,(),...,,...,( 111 nmn xxrxxr  что ....11 mmrfrfh ++=  

После некоторых раздумий можно найти следующий метод упрощения выражения для 
h в задаче вхождения. 

Зафиксируем обозначения. Для всякого многочлена P имеем ,MC PPP += , где CP  — 

старший член P , а MP — сумма остальных членов. Например, для 232 42 zxyxP −+= имеем 
232 4,2 zxyPxP MC −== . 

Операция редукции. Предположим, что старший член многочлена h  делится на 
старший член некоторого из многочленов if , т. е. Qfh iCC = ,  где Q  — одночлен. Тогда 
положим .)(1 MiMi hfQQfhh +−=−=  При этом старший член многочлена ih  меньше старшего 
члена многочлена h . Из [3] известно, что 

Лемма 1. ),...,(),...,( 111 mm ffhffh ∈⇔∈ . 
Следовательно, задачу вхождения теперь можно решать не для h , а для ih  и здесь 

вновь можно применять редукцию (возможно, с другим if ). Если за конечное число 
редукций многочлен h сведется (редуцируется) к нулю, то ),,...,( 1 mffh ∈  так как нуль 
принадлежит любому идеалу. 

Рассмотрим пример. Пусть .,, 432211
2
4314

2
32 xxfxxfxxxxxxh +=+=−= Моном 

2
431 xxxhC −=  делится на )( 2

4311 xxQxf C −==  
Редукция 1. 432211

2
4314

2
32 ,, xxfxxfxxxxxxh +=+=+→ . Здесь 4

2
321 xxxh C = делится на 

).( 43232 xxxQxf C ==  
Редукция 2. 2

2
432

3
421 hxxxxxh =+→  (редукция произведена дважды). Здесь 2

4322 xxxh C =  
делится на ).( 2

4232 xxQxf C ==  

Редукция 3. 03
42

3
422 =−→ xxxxh . 
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Итак, ).,( 21 ffh ∈  
А как быть, если h  не редуцируется к нулю, т. е. на некотором этапе возникает 

многочлен, старший член которого не делится ни на один из одночленов ?,...,, 21 mCCC fff  
Можно ли утверждать, что h  не принадлежит идеалу? 

Как это часто бывает в математике, если мы не можем сказать ничего конкретного, мы 
фиксируем желаемое в определении. Известно, что 

Определение 1. Базис mff ,...,1 идеала ),...,( 1 mffI =  называется базисом Грёбнера 
этого идеала, если всякий многочлен Ih ∈  редуцируется к нулю при помощи .,...,1 mff  

Приведем эквивалентное 
Определение 2. Набор многочленов mff ,...,1  –  базис Грёбнера в ),...,( 1 mffI =  если 

для любого Ih ∈  одночлен Ch  делится на один из одночленов mCCC fff ,...,, 21 . 

Рассмотрим идеал .,],,,[),( 2
2

2
1

22 zxfyxfzyxKzxyxI −=−=−−=   Имеем Iyz ∈− ,  
так как .21 ffyz −=− С другой стороны, старший член многочлена yz −  не делится на 
старшие члены 1f  и 2f  (они равны 2x ). Поэтому 1f  и 2f  не образуют базис Грёбнера 
идеала I . Ниже мы докажем, что 21, ff и yzf −=3 –  базис Грёбнера в I . 

Предположим, что нам известен базис Грёбнера идеала I . Пусть дан многочлен h . 
Будем производить всевозможные редукции h  с помощью элементов базиса (любая из 
цепочек возможных редукций конечна). Многочлен h  лежит в I  тогда и только тогда, когда 
в результате редукций получаем нуль. 

Это решение представляет собой алгоритм, который несложно реализовать на 
персональных компьютерах и применять к задачам со сколь угодно сложными выражениями 
для if  и h . 

Заметим, что из задачи 4.16 [3] и теоремы Гильберта о базисе вытекает существование 
базиса Грёбнера в любом идеале. В самом деле, рассмотрим идеал, порожденный старшими 
членами элементов идеала, и выберем в нем конечный базис из числа образующих. Тогда 
элементы исходного идеала, старшие члены которых образуют базис идеала старших членов, 
составляют конечный базис Грёбнера исходного идеала. 

Однако это доказательство существования не дает алгоритма построения базиса 
Грёбнера идеала по некоторому его исходному базису.  

Пусть ],...,[ 1 nxxKI   — идеал и mff ,...,1  — его базис. 
Определение 3. Говорят, что многочлены if  и jf имеют зацепление, если их старшие 

члены iCf  и jCf  делятся одновременно на некоторый одночлен ω , отличный от константы. 

Если if  и jf имеют зацепление, т. е. 21, wqfwqf jCiC =− , где w  –  наибольший общий 

делитель iCf  и jCf , то рассмотрим многочлен IqfqfF jiji ∈−= 12, . (Его принято называть S
-многочленом пары if ,  jCf  и обозначать ),( ji ffS или ),( jiS .) Редуцируем многочлен jiF , –  

с помощью базиса mff ,...,1  до тех пор, пока это возможно. В результате получим нереду-

цируемый многочлен jiF ,
~ .  Если 0~

, ≡jiF , то будем говорить, что зацепление разрешимо. 

Иначе добавим jiF ,
~ к базису идеала jim FfI ,1

~: =+ . 

В новом базисе 11 ,,..., +mm fff  будем вновь искать возможные зацепления и 
редуцировать соответствующие многочлены jiF , . 

Рассмотрим идеал ),( 22 zxyxI −−= . Здесь zxfyxf −=−= 2
2

2
1 , . Имеется зацепление 

., 2,1
2

2
2

1 zyFxfxf CC +−=⇒  Положим .3 zyf −=  Других зацеплений нет. 
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Пусть ).,,( 2
32

222
1 zyfzyxfzyxfI +=−+=++==  Зацепление имеют только 1f  и 2f

: 
.2222

212,1 zyxzxyxzxyzyxffF +++−=+−+=−=  Редуцируем с помощью 2f : 

.222)()( 222222 yzzyzyzzyyzyzyxzxy −+=++−−−≈+++− Редуцируем с помощью 

3f : 
23422 222222 zzzyzzy ++≈−+  

Дальше редуцировать нельзя, поэтому .222 234
4 zzzf ++=  На константу можно 

сократить и считать, что .222 234
4 zzzf ++=  Других зацеплений нет. 

Оказывается, что и в общем случае возможно лишь конечное число неразрешимых 
зацеплений. 

Следует отметить, что в этом направлении остается еще много нерешенных задач и, 
видимо, еще преждевременно говорить о том, что удовлетворительная теория здесь 
построена. 
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Важной с практической точки зрения задачей динамики тонкостенных конструкций 

является изучение спектра собственных частот и форм как одного из этапов исследования 
динамического поведения указанных механических систем, так как собственные частоты 
характеризуют жесткостные свойства, а собственные формы реакции конструкции на 
внешние воздействия. Вопросы связанные с изучением собственных колебаний пластин из 
традиционных конструкционных материалов проработаны весьма обстоятельно[1-4]. Менее 
освящены особенности колебаний неоднородной пластинки из композитных материалов, 
обусловленные специфическими свойствами применяемых материалов. В частности, мало 
изучены собственные колебания неоднородной пластинки из анизотропных (неортотропных) 
материалов. Отсутствуют данные о влиянии учёта анизотропных (неортотропных) свойств 
материала на динамические характеристики тонкостенных конструкций. В разработке 
методика расчёта частот собственных колебаний пластинки с учётом анизотропных 
неортотропных свойств материала состоит цель настоящей работы. 

Объектом исследования является анизотропная (неортотропная) прямоугольная пластинка 
с переменными толщинами. 
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