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Одной из актуальных моделей гравитации в современной космологии является  ( )-
гравитация, активно исследуемая последние 10 лет [1-4]. В данном случае,   – инвариант 

Гаусса-Бонне [5], который вычисляется по формуле                   
       где       

– ковариантный вид тензора Римана,     – ковариантный вид тензора Риччи,   – скалярная 

кривизна пространства [6]. В данной работе рассматриваются как ранние этапы развития 

Вселенной, так и более поздние. Космологическая инфляция будет рассматриваться через 

параметры медленного скатывания      , получаемые из уравнений движения скалярного 

поля [7]. Поздние этапы описываются космографическими параметрами [3]. В зависимости 

от значения параметра замедления делается вывод о том, каким образом происходит 

расширение Вселенной. Так как для ускоренного расширения Вселенной необходимо 

отрицательное давление, существуют условия, ограничивающие значения давления, 

называемые энергетическими условиями NEC, WEC, SEC и DEC [8]. Исследование 

происходит в рамках плоской, однородной и изотропной Вселенной, поэтому, 

энергетические условия можно свести к значениям параметра замедления. 

Действие исследуемой модели гравитации Гаусса-Бонне с электромагнитным и 

скалярным полем, задается как 
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где   – метрический тензор;     
   – тензоры электромагнитного поля;  ( ) – некоторая 

функция, зависящая от  ;  ( ) – потенциал скалярного поля. 

Для данного исследования выбрана четырехмерная метрика Фридмана-Робертсона-

Уокера            ( )(           )   Сигнатура используемой метрики, в рамках 

исследуемой модели, задана как (       ). Все вычисления проводятся с использованием 

естественной системы единиц           [9].  

В исследовании будет применяться инвариант электромагнитного поля, который имеет 

вид              , где   – векторный потенциал, заданный как    (          ) [10]. 

Для использования тензора напряженности электромагнитного поля в данном исследовании 

применяется анзац вида 
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Учитывая анзац (2), инвариант электромагнитного поля будет иметь значение 
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В данном исследовании будет применена калибровка для векторного потенциала 

электромагнитного поля вида           . Использование уравнения Эйлера-Пуассона 

позволяет получить уравнения движения. Аналогичные уравнения получаются при 

использовании метода множителей Лагранжа и при вариации действия. 
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Использование уравнения Эйлера-Лагранжа также позволяет найти уравнение Клейна-

Гордона и уравнение Максвелла [11] 

 

 ̈     ̇           (8) 

  ̇   ̈           .         (9) 

 

Для получения решений вводится масштабный фактор на основе гиперболического 

синуса  ( )        
 

 (  ), где      – произвольные постоянные. Функция, зависящая от   

задается как  ( )       где     – произвольные постоянные. Из уравнения Максвелла с 

учетом калибровки векторного потенциала электромагнитного поля получено значение 

функции скалярного поля 
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где       – произвольные постоянные;  (
 

 
 
 

 
 
 

 
       (  )) – гипергеометрическая 

функция [12].  

 

Учитывая полученное значение функции  ( ), из уравнения Клейна-Гордона (8) 

вычисляется значение потенциала скалярного поля. 
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где    – константа интегрирования. 

Решения уравнений Фридмана имеют следующий  вид 
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В данном решении параметр уравнения состояния имеет вид         (  ), который 

стремится к значению  ( )     при увеличении параметра  , что характеризует среду с 

отрицательной гравитацией. В рамках исследования, для описания модели в инфляционной 

стадии будут использоваться параметры медленного скатывания [13]. Данные параметры 

задаются как  
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Для возникновения инфляции, параметры медленного скатывания, должны отвечать 

условиям  ( )    и  ( )   . Выход из инфляции происходит тогда, когда параметры 

медленного скатывания превышают значения  ( )    и  ( )   . Параметры медленного 

скатывания показаны на рисунке 1 и рисунке 2. 

 

                        
 

Рисунок 1. Зависимость параметра   от                     Рисунок 2. Зависимость параметра   

   космологического времени  .                                     от космологического времени  . 
 

На графиках явно видно, что обе модели ссответствуют условиям возникновения 

инфляциии и выхода из нее. Анализ моделей в рамках поздних этапов эволюции Вселенной 
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будет производиться на основе космографических параметров и энегргетических условий 

NEC, WEC, DEC и SEC. Космографические параметры исследуемой модели имеют 

следующие значения 
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При значениях  ( )    расширение медленное, при  ( )    расширение 

ускоренное. При этом параметр  ( ) должен принимать положительные значения. Из (16-18) 

видно, что значения космографических параметров описывают ускоренно расширяющуюся 

Вселенную. Вторым параметром анализа модели в рамках поздней Вселенной является ряд 

энергетических условий. В рамках исследуемой модели условие WEC выполняется, так как 

модель построена на основе плоской, однородной и изотропной Вселенной, а также 

используются вещественные масштабные факторы. По этой же причине энергетические 

условия можно свести к значениям параметра замедления 
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Для проверки соответствия параметра замедления  ( ) энергетическим условиям (19-

21) построен график зависимости параметра замедления от космологического времени.  

 

 
 

Рисунок 3. Зависимость параметра  ( ) от космологического времени. 

 

На рисунке 3 явно видно, что параметр замедления соответствует только условиям 

NEC, WEC, DEC. Энергетическое условие SEC не соблюдается, так как именно это условие 

ограничивает компоненты Вселенной с большим отрицательным давлением, в то время, как 

это является необходимым условием для ускоренного расширения Вселенной. 

Исследована модель гравитации Гаусса-Бонне, содержащая в себе компоненты 

электромагнитного и скалярного поля. Для заданного действия были найдены уравнения 

движения, к которым были найдены решения. Параметр уравнения состояния модели 

        (  ), который с увеличением параметра   стремится к значению     , что 
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описывает случай среды с отрицательной гравитацией или космологический вакуум. 

Исследование инфляции через параметры медленного скатывания показало, что модель 

удовлетворяет условиям возникновения инфляции и выхода из нее. Исследование поздней 

Вселенной с помощью космографических параметров показало, что параметры замедления и 

рывка описывают ускоренно расширяющуюся Вселенную. Исследование энергетических 

условий показало,что NEC, WEC и DEC соблюдаются, но не соблюдается SEC. 

Несоблюдение данного энергетического условия ожидаемо, так как компоненты с 

отрицательным давлением необходимы для расширения Вселенной. Следовательно, данное 

условие соблюдаться не должно.  

Данное исследование финансируется Комитетом науки Министерства образования и 

науки Республики Казахстан АР08052034. 
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