
.
1

)(ˆ
||

1
,2

2
11

1/ qL

q

Am
q f

q
qBmf

A
||||

−

∈








−

≤∑  

 

Theorem 1. Let ∞
1=}{ nnϕ - regular system, Bn ≤||||ϕ , 1,2,3,...=n∀  then for any [0,1],2,rLf ∈    

∞≤r<2  we have the inequality:  

.)(ˆ
1))(log(

1sup
2

*

1=
1/1/2

2
1/2

8 rL

N

m
r

N
fBmf

NN
||||≤

+ ∑−
≥  

 

Theorem 2. Let{ }∞
=1nnϕ -regular system, Bn ≤ϕ ,  ,...3,2,1=n   

If ( )∑
∞

=

−−
∞<+

1

1
2
1

2
2
1

* )1(log)(ˆ
k

rkkkf ,so row ∑
∞

=1
)(ˆ

k
kkf ϕ converges to some function [ ]1,0,2 rLf ∈ , for 

any 21 ≤< r the inequality: 

( )∑
∞

=

−−
+≤

1

1
2
1

2
2
1

* )1(log)(ˆ
,2

k

r
L

kkkfCf
r
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Введение. Пусть ∞<< qp,0 , 1>p , u -неубывающая весовая функция и v , w-
весовые функции т.е. неотрицательные, измеримые и локально суммируемые на 
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),0( ∞+=I  функции такие, что )(1 ILv loc∈ , ),0(1 tLw∈ , 0>∀t . Положим ∫=
x

dsswxW
0

,)()(  

0>x . Функция ϕ  строго возрастающая локально абсолютно непрерывная функция со 
свойством: 0)(lim

0
=

→
x

x
ϕ , ∞=

∞→
)(lim x

x
ϕ  и xx ≥)(ϕ , Ix∈∀  . 

Рассмотрим вопрос об ограниченности из )(,, ILL wpwp ≡  в )(,, ILL vqvq ≡  интегрального 
оператора  

( )∫
∞

−−
=

)(

1)()(
)()()()()(

x
xWsW

dsswsfsWsuxfK
ϕ

α

β

ϕ , Ix∈∀ ,                       (1) 

где wpL , - пространство всех измеримых на I  функции таких, что 

∞<












= ∫

∞ p
p

wp
dsswsff

1

0

,
)()( , ∞<< p0 . 

Когда нижний предел xx =)(ϕ  ограниченность и компактность интегрального 
оператора (1) исследовано в работе [1]. А в частном случае когда оператор  

( )∫ −−
=

)(

0

1)()(
)()()()()(

x

sWxW
dsswsfsWsuxfT

ϕ

α

β

ϕ  , xx ≤)(ϕ , Ix ∈  

получены критерий ограниченности  из wpL ,  в vqL ,  оператора вытекает из результатов 
работы [2].  

Для любого линейного оператора vqwp LLK ,, : →ϕ  для удобства положим 

vqwp LL
KK

,, →
= ϕϕ . 

Лемма. Пусть 10 << β  и функция ( )⋅γ  определена на I , причем 1)(0 ≤< xγ , Ix ∈∀ .  

( )

( )

β
γ

γ

β

)(
1

0

1

x
z

dz
x

≤
−∫ − , Ix ∈∀ . 

Действительно, используя неравенство ( ) )(1)(1 xx γγ β −≥− , имеем 

( )

( )

( )[ ] ( )[ ]
β

γγ
β

γ
β

β

γ

β

)()(111)(111
1

0

1

xxx
z

dz
x

=−−≤−−=
−∫ − . 

Теорема. Пусть 10 << α , ∞<≤< qp
α
1 , 0≤β . Пусть u -неубывающая функция 

на I . Тогда оператор ϕK  компактен из wpL ,  в vqL ,  тогда только тогда, если 

a) ∞<=
>

)(sup
0.

sAA
s

ϕϕ
 и  b) 0)(lim)(lim

0
==

−∞→+→
sAsA

ss ϕϕ , 

 где 
qsp

s

pp

Is
dxxvdttwtWtuA

1

0

'
1

)(

)1('' )()()()(sup 


























= ∫∫

∞

−+

∈
ϕ

αβ
ϕ . 

Доказательство. Необходимость. Условие а) тривиально следует из Теоремы1 [3].  
Теперь докажем условие b) Для ∞<< t0  рассмотрим семейство функций 0}{ >ttf ,  
где
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p

t

pppp
tt dsswsWsuxWxuxxf

1

)(

)1('')1)(1'(1'
)),(( )()()()()()()(

−
∞

−+−+−−
∞














= ∫

ϕ

αβαβ
ϕχ , Ix ∈  (2) 

Заметим, что 
p

p
twpt dxxwxff

1

0

,
)()( 













= ∫

∞

1)()()()(

1

)(

)(

0

=













+= ∫∫

∞ p

t

p
t

t
p

t dxxwxfdxxwxf
ϕ

ϕ

                 
 (3)

 
Покажем, что семейство функции (2) слабо сходится к нулю в wpL , . В силу 

теоремы([4], VI, §2)) об общем виде линейных непрерывных функционалов на wpL ,  имеют 
вид: 

∫
∞

0

,)()( dxxgxf  где '1,' pwp
Lg −∈  

Поэтому, используя неравенство Гельдера с показателями p  и 
1

'
−

=
p

pp  и с 

учетом (3), имеем 
 

∫
∞

0

)()( dxxgxft ∫
∞

=
)(

)()(
t

t dxxgxf
ϕ

'
1

)(

'1'

1

)(

)()()()(
p

t

pp
p

t

p
t dxxwxgdxxwxf




























≤ ∫∫

∞

−

∞

ϕϕ

)4()()(
'

1

)(

'1'
p

t

pp dxxwxg













= ∫

∞

−

ϕ

 

Так как '1,' pwp
Lg −∈  то последний интеграл в (4) стремится к нулю, при ∞→t , что 

означает слабую сходимость 0→tf , при ∞→t . 
Так как компактный оператор в банаховом пространстве всякую слабо сходящуюся 

последовательность переводит в сильно сходящуюся, то  
 

0lim =
−∞→ tt

fKϕ .      (5) 
Имеем: 

( )
dx

xWsW
dsswsfsWsuxvfK

q

x

tq

vqt ∫ ∫
∞ ∞

− 













−
=

0 )(

1, )()(
)()()()()(

ϕ

α

β

ϕ ( )∫ ∫ 













−
≥

∞

−

t
q

x

t dx
xWsW

dsswsfsWsuxv
0 )(

1)()(
)()()()()(

ϕ

α

β

)(tAq
ϕ≥ .    (6) 

 
Из (5) и (6) следует что 0)(lim =

−∞→
tA

t ϕ . 

  Осталось показать,  это 0)(lim
0

=
→

tA
t ϕ . 

Из компактности оператора vqwp LLK ,,: →ϕ  следует компактность сопряженного 
оператора 

( )∫
−

−−
=

)(

0

1
*

1

)()(
)()()()()(

s

xWsW
dxxgswsWsusgK

ϕ

α
β

ϕ  

из '1,' qvq
L −  

в '1,' pwp
L − . 

Для ∞<< t0  введем семейство функции: 
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Ixxvdxxvxx
qt

t ∈












=

−

∫ ),()()()(g
'

1

0

],0(t χ     (7) 

 
Эти функции корректно определены, поскольку интегралы входящие в них 

конечны в силу условия ∞<ϕA . Покажем, что для любого 0>t  функции '1,' qvqt Lg −∈ , 

более того, что tg  слабо сходится к нулю, при 0→t . 
Действительно, 

1)()()()()()(
'

1

'1'

0

'1'
'

1

0

'1'

,' '1 =












+=













= ∫∫∫

∞

−−

∞

−
−

q

t

qq
t

t

qq
t

q
qq

tvqt dxxvxgdxxvxgdxxvxgg q

 
В силу (7) для ,,vqLf ∈  получим: 

∫
∞

0

)()( dxxfxgt = ∫
t

t dxxfxg
0

)()(
'

1

0

'1'

1

0

)()()()(
qt

qq
t

qt
q dxxvxgdxxvxf 



























≤ ∫∫ −

qt
q dxxvxf

1

0

)()( 












≤ ∫ . 

 
Так как vqLf ,∈ , то последний интеграл стремится к нулю, при 0→t , что  

показывает слабую сходимость 0→tg  в '1,' qvq
L − , при .0→t   

 
В силу компактности '1'1 ,','

* : pq wpvq
LLK −− →ϕ , следует 

0lim '1,'

*

0
=−→ pwptt

gKϕ .      (8) 
К тому же 

( )

'
1

'
)(

0

1
'1

)(

)(

0
,'

*

1

'1 )()(
)()()()()(

pp
s

tp

t

t

wpt ds
xWsW

dxxgswsWsuswgK p
















−












+= ∫∫∫

−

− −
−

∞ ϕ

α
β

ϕ

ϕ

ϕ

qtp

t

pp dxxvdsswsWsu

1

0

'
1

)(

)1('' )()()()( 


























= ∫∫

∞

−+

ϕ

αβ

)()()()()(

1

0

'
1

)(

)1('' tAdxxvdsswsWsu
qtp

t

pp
ϕ

ϕ

αβ =


























= ∫∫

∞

−+ . 

Откуда, из (8), вытекает: 0)(lim
0

=
→

tA
t ϕ . Таким образом, необходимость доказана. 

Достаточность. Для ∞<<< dc0  положим  
 

ffP cc ];0(c= , ffP dccd ];(c= , ffQ dd );[ ∞= χ . 
Тогда 

( ) fTQPPfTfT dcdc ϕϕϕ ++=⋅=1 fTQfTPfTP dcdc ϕϕϕ ++= fPTPfPTP cdccc ϕϕ +=  
fQTQfPTQfPTQfQTPfPTPfPTPfQTP ddcddcddcdcdcdccddc ϕϕϕϕϕϕϕ +++++++             

Так как 0≡ccd PTP ϕ , 0≡cd PTQ ϕ , 0≡cdd PTQ ϕ  то 
fQTQfQTPfPTPfQTPfPTPfPTPfT dddcdcdcddccdccc ϕϕϕϕϕϕϕ +++++= .                            (9)
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Покажем, что оператор cdcd PTP ϕ компактен из )(, IL wp  в )(, IL vq . 

Так как 0)()()( ];( ≠= xfxTPxfPTP dccdcdcd cϕϕ , при ];( dcx ∈ , то достаточно показать, что 

оператор cdcd PTP ϕ  компактен ),(, dcL wp  в ),(, dcL vq , а это в свою очередь эквивалентно 
компактности оператора  

∫=
d

c

dssfsxKxKf )(),()(  

из ),( dcLp  в ),( dcLq , с ядром  ( ) α

β ϕθχ
−−

−
= 1

'
1

],(

1

)()(
)())(()()()()(

),(
xWsW

swxssxvsWsu
sxK

p
dχ

θ

 

 
где )(zθ -функция Хевисайда, (это означает что 1)( =zθ  для 0≥z  и 0)( =zθ  для 0<z ). 

Пусть Zkkx ∈}{  последовательность точек, определенных в доказательстве теоремы1. 

Есть точки nini xxxx <−− 11 ,,  такие, что ,1 ii xcx <≤−  nn xdx ≤<−1 . Мы предполагаем, что числа 

c , d  выбраны так, что 1−< ni xx . Поэтому в приведенном ниже интеграле и применив 
Лемму, получаем 

 

∫ ∫ =












d

c

p
q

d

c

p dxdssxK
'

'),(
( ) dx

xWsW
dsswsWsus

xv
p
q

d

c

d

x

p

pp
dc

'

)(

')1(

''
];(

)()(
)()()()(

)(∫ ∫ 













− −

ϕ

α

βc
 

( ) ( )
( )

dx
xWsW

dsswsWsuxvdx
xWsW

dsswsWsuxv
p
q

n

ik

x

x

d

x

p

ppn

ik

p
q

x

x

x

x

p

pp k

k k

k

k

k '

')1(

''')(

)(

')1(

''

1 11

1

)()(
)()()()(

)()(
)()()()( ∑ ∫ ∫∑ ∫ ∫

=

−

=

−

− +−

+















−
+















−
<<

ϕ

α

β
ϕ

ϕ

α

β

∞<+−<< qAin ϕµ )1( ,  где )1(1 +−=∑
=

in
n

ik

µ . 

Следовательно, по признаку Кантаровича ([4], XI, §3), Оператор K  компактен из 
),(, dcL wp  в ),(, dcL vq , что равносильно компактности из wpL ,  в vqL ,  оператора cdcd PTP ϕ . 

Из (9) имеем 

dddcddccdccccdcd QTQQTPQTPPTPPTPPTPT ϕϕϕϕϕϕϕ ++++≤−    (11) 
Покажем, что правая часть (11) стремится к нулю при 0→c  и ∞→d , тогда 

оператор ϕK  как равномерный предел компактных операторов, будет компактен из wpL ,  в 

vqL , . 
На основании Теоремы1, имеем: 

( )

qq
c

x

c

vqcc dx
xWsW

dsswsfsWsus
xvfPTP

1

0 )(

1
];0(

, )()(
)()()()()(

)(
















−
= ∫ ∫

∞

−

ϕ

α

β

ϕ

c
wp

cz
fzA

,
0

)(sup ⋅≤
<<

ϕ
. 

 
Следовательно,  <<cc PTP ϕ )(sup

0
zA

cz
ϕ

<<

. Откуда,  

 
( ) 0lim)(suplimlim

0000
==<<

+→<<+→+→
zAzAPTP

zczcccc ϕϕϕ .   (12) 
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Далее, также используя (12)  оцениваем оператора dd QTQ ϕ  и выполняется следующую 
условия 

0)(limlim =<<
−∞→−∞→

zAQTQ
zddd ϕϕ .

   
(13) 

 
Теперь мы докажем, что 0lim

0
=

+→ dcdc
QTP ϕ . 

 
Чтобы оценить dcd QTP ϕ  мы предполагаем, что )()( xvxv qεε =  для );(\ ∞∈ dIs ,   

)()( xvxv qεε =  для );( ∞∈ dx  и )()( susu ⋅= εε  для );(\ ∞∈ dIs , где 01 >> ε . Очивидно, 

функция εu -невозрастающая на I . Здесь )(zθ -функция Хевисайда, (это означает что 
1)( =zθ  для 0≥z  и 0)( =zθ  для 0<z ). Тогда согласно теореме1 получаем, что 

 

( )∫ ∫
∞

−
∞

−

−
=

d

c

q

x

dq

vqdcd dx
xWsW

dsswsfsWsuxss
xvfQTP

)(

1
);(

, )()(
)()()()())(()(

)(
ϕ

α

β

ϕ

ϕqc
wp

fA
,

ε
ϕ<<  (14) 

 

где 
qzp

z

pp

Iz
dxxvdsswsWsuA

1

0

'
1

)(

)1('' )()()()(sup 


























= ∫∫

∞

−+

∈
ε

ϕ

αβ
ε

ε
ϕ . 

 
Теперь оценим выражение ε

ϕA  сверху следующим образом 

qzp

z

ppp

dz
dxxvdsswsWsuA

1

0

'
1

)(

)1('''

0
)()()()(sup 



























≤ ∫∫

∞

−+

<<
ϕ

αβε
ϕ ε

 

qz

d

q

dp

z

pp

zd
dxxvdxxvdsswsWsu

1

0

'
1

)(

)1('' )()()()()(sup 












+














+ ∫∫∫

∞

−+

∞<<
ε

ϕ

αβ
ϕϕ ε AdA ⋅+≤ 2)(  (15) 

Так как левая часть (14) не зависит от 0>ε , то подставляя (15) в (14) и обозначая 
0→ε , получаем что  

wpvqdcd fdAfQTP
,,

)(ϕϕ << . 

 Следовательно )(dAQTP dcd ϕϕ <<  и мы заключаем, что  

0)(limlim =<<
−∞→−∞→

dAQTP
ddcdd ϕϕ .    (16) 

Теперь мы используя (14), (15) и (16), оцениваем операторы cdc PTP ϕ , dc QTP ϕ  и 
получаем следующие оценки 

0)(limlim
00

=<<
→→

cAPTP
ccdcс ϕϕ , 

 
0)(limlim

00
=<<

→→
cAQTP

cdcс ϕϕ    
(17) 

Из (12), (13), (16) и (17)  следует, что правая часть (11) стремится к нулю при 0→c , 
∞→d , т.е. 0lim

,0
=−

−∞→+→ cdcddc
PTPT ϕϕ

. Теорема  полностью доказана. 
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Before stating our results, we introduce some definitions and notations. Let 0>h  and put 

},...,2,,{ bhahaaT ++=  with Ra ∈  and khab +=  for ,...}3,2{∈k . Let us denote by TF  

the set of real valued functions defined on T , htth +=)(σ  and }{ hth −=ρ  [1-2]. 
 
Definition 1. For a function TFf ∈  the forward h-difference operator is defined as  
 

( )( ) ( )( ) ( )
( ) tt

tftftf
h

h
h −

−
=∆

σ
σ , ( )},...,2,,{ bhahaat hρ++∈ , 

 
while the h-difference sum is given by 
 

( )( ) ( )∑
=

− =∆
h
t

h
ak

ha hkhftf ,1
,  ( )},...,2,,{ bhahaat hρ++∈  

 
Definition 2. For arbitrary Ryx ∈,  the h-factorial function is defined by 
 

( )







 −+Γ







 +Γ

=
y

h
x

h
x

hx yy
h

1

1
 

where Γ is the Euler gamma function. 
Definition 3. Let TFf ∈ . The right fractional h-sum of order 0>α  is the operators  
( )( )

aTTha FFtf →∆− :,
a , },...,2,,{ hbhhahhahaT aaaa ++++++= , given by 
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